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Topologia II. Examen III

Ejercicio 1. Sea M = 2L con I = [0, 1] la banda de Mé&bius con (0,y) ~ (1,1 —1y).
1x{1}

Probar que es un retracto de deformacién de M y deducir que m (M) = Z.

Probar que el borde DA0L} o5 un lazo y hallar qué clase da en m(M).

~

Ejercicio 2. Hallar el grupo fundamental de:
a) (S'x [0,1]) U (D*U{0,1}).
b) S'(—1,0) US'(1,0) U [(—2,0),(2,0)].
c) Tres esferas de R? donde cada una es tangente a las otras dos.

Ejercicio 3. Sea GG un grupo de homeomorfismos de X actuando de manera natural.
Si G actua propia y discontinuamente sobre X, probar que la aplicaciéon proyeccion
p: X — X/G es recubridora.

Ejercicio 4. Si Y es un espacio topolégico discreto, probar que (X XY, p; : X XY —
X) es recubridor de X.

Ejercicio 5. Probar:
a) El grupo fundamental de un plano proyectivo menos un punto.
b) Un espacio contractil es arcoconexo.

¢) Si el recubridor de un espacio simplemente conexo también es simplemente
conexo, entonces ambos espacios son homeomorfos.

d) Si X es simplemente conexo, entonces | (X)| es el nimero de hojas.
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Solucion.

Ejercicio 1. Sea M = 2L con I = [0,1] la banda de M&bius con (0,y) ~ (1,1 —1y)
IXT{i} es un retracto de deformacién de M y deducir que m (M) = Z.

Probar que el borde @ es un lazo y hallar qué clase da en 7 (M).

Probar que

Nos piden probar que el conjunto C' = @ es un retracto de deformacion de M:

L
Consideramos la aplicacién H : M x [0,1] — M dada por:
H((z,y),t) = (1 = t)(z,y) + t(z,/2) = (z, (1 = t)y +1/2)
Que estd bien definida, ya que si (z,y) ~ (u,v), entonces:
» Bien (z,y) = (u,v), en cuyo caso es claro que H(z,y) = H(u,v).
» Bienz=0,u=1y y=1-—wv. En dicho caso:

H(u,v) = H(1,v) = (1, (1 — t)v + t/2)
H(z,y)=H(0,1—v)=(0,(1=1%)(1 —v)+12) =(0,(1 —v) —t(1 —v) + t/2)
=(0,1—t+t2—(1—t)v)=(0,1—(1—t)v—1t/2) vt € [0, 1]

Observamos que H(u,v) ~ H(x,y).

Vemos que H es continua. Vemos ademas que:

= H((2,9),0) = (z,y) V(z,y) € M.

» H((z,y),1) = (z,Y/2) € C V(z,y) € M.

» H((u,v),1) = (u,2) = (u,v) V(u,v) € C.
Por lo que C' es un retracto de deformacion de M. Ahora, si consideramos la apli-
cacién f : I x {/2} — S! dada por:

f(z,2) = (cos(2mz), sen(27z))

Tenemos claramente que f es continua y sobreyectiva. Como va de un conjunto com-
pacto en un T2 tenemos también que es cerrada, por lo que f es una identificacion.
Vemos finalmente que:

f(07 1/2) = (170) = f(la 1/2)

Por lo que podemos inducir f al cociente %, lo que nos da un homeomorfismo
entre C'y S'. De esta forma:

m(M) =m(0C) =2 m(SH =2 Z
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Ejercicio 2. Hallar el grupo fundamental de:
a) (St x [0,1]) U (D?uU{0,1}).
b) Sl(_lv 0) U Sl(la 0) U [(_27 O)a (2a O)]

c) Tres esferas de R? donde cada una es tangente a las otras dos.

Tenemos que X = 57 U Sy U S5, con:
S1N Sy ={z12}, S1N Sy = {13}, So NSy = {23}

Sl 52

A\

S3

y consideramos los conjuntos:

U= X\ {712}
V=X\{p}, peS;\{r13 223}

tenemos que:

= X =UUV con U,V abiertos.
U,V y UNV son arcoconexos.

U tiene por retracto de deformacién el conjunto S3, por lo que U es
simplemente conexo.

UNYV tiene por retracto de deformacién el conjunto S3\ {¢q}, que a su vez
es contractil, por lo que U NV es contractil, luego simplemente conexo.

V' tiene como retracto de deformacién el conjunto Y:

t
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Al que tratamos de calcularle el grupo fundalmental, usando para ello
nuevamente el Teorema de Seifert-van Kampen. Si denotamos por R al
segmento restante de Ss en Y que une 1 3 con x5 3 (luego Y = S1USUR),
consideramos ahora los conjuntos:

W =Y\ {q}, g€ R\ {x13,223}
O:Y\{t}, t e Sl\{l‘lg,l'l’g}

Tenemos que:

Y =WUO con W y O abiertos.

W,0 y ONW son arcoconexos.

W tiene a S; U .Sy como retracto de deformacion, y en teoria vimos
que este espacio topolégico es simplemente conexo.

W N O tiene a (S; \ {t}) U Sy como retracto de deformacién, y este
ultimo tiene a su vez a Sy como retracto de deformacion, por lo que
W N O es simplemente conexo.

O tiene el conjunto:

So

AN

como retracto de deformacion, y en teoria tambien se calcul6 el grupo
fundamental de este espacio topolégico, pues podemos ver R como
la imagen de cierto arco «, por lo que sabemos que dichos espacio
topoldgico tiene grupo fundamental isomorfo a Z, por lo que el grupo
fundalmental de O es isomorfo a Z.

Aplicando el Teorema de Seifert-van Kampen obtenemos que:

12

m(V)Zm((Y)Za (W) «m(0) 2 {1}« Z=Z

Aplicando nuevamente el Teorema de Seifert-van Kampen obtenemos:

m(X)=2mU)«smk(V)=2{1}xZ=Z

Ejercicio 3. Sea GG un grupo de homeomorfismos de X actuando de manera natural.
Si G actuia propia y discontinuamente sobre X, probar que la aplicaciéon proyeccion
p: X — X/G es recubridora.

Ejercicio 4. Si Y es un espacio topolégico discreto, probar que (X xY,p; : X XY —
X) es recubridor de X.

Sabemos ya que p; es una aplicaciéon continua y sobreyectiva, por ser la proyeccion
en primera coordenada del espacio topoldogico producto X x Y.
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Dado x € X, si consideramos como O, cualquier entorno abierto de x tendremos
entonces que:

yeyY

Con cada O, x {y} abierto para todo y € Y, puesto que O, es abierto en X y {y}
abierto en Y por tener Y la topologia discreta. Es obvio finalmente que para cada

y € Y tenemos que p;

|Omx{y} : O, x {y} = O, es un homeomorfismo.

Ejercicio 5. Probar:

a)
b)

El grupo fundamental de un plano proyectivo menos un punto.

Un espacio contractil es arcoconexo.

Si X es un espacio topologico contréctil, existe entonces una aplicacion conti-
nua H : X x [0,1] = X de forma que:

H(z,0) =z, H(z,1) =1 Ve e X
Por tanto, si consideramos a : [0,1] — X dada por:
a,(t) = H(x,t)

Tenemos que «, es una aplicacién continua, luego es un arco que une «,(0) =
H(z,0) =z con a,(1) = H(z,1) = xy. Como este lazo lo podemos considerar
para todo x € X, dados dos puntos arbitrarios de X x e y, el lazo a, * ay, une
x con y, por lo que X es arcoconexo.

Si el recubridor de un espacio simplemente conexo también es simplemente
conexo, entonces ambos espacios son homeomorfos.

Sea p : R — B una aplicaciéon recubridora entre dos espacios topoldgicos
simplemente conexos, por ser p una aplicacion recubridora tenemos que es
continua, sobreyectiva y abierta. Para probar que p es un homeomorfismo,
basta ver que p es inyectiva.

Opcion 1. Como R es simplemente conexo tenemos para cadab € B que la
aplicacién correspondencia del levantamiento ¢ : m(B,b) — p~1(b) es
biyectiva, por lo que:

P~ (0) = [m(B,b)| = {1} =1

de donde cada elemento de B tiene una unica preimagen por p, por lo
que p es inyectiva.

Opcidn 2. Para ello, dados x,y € R con p(x) = p(y), como R es arcoconexo
(por ser simplemente conexo) tenemos que existe un arco a que une x
con y, por lo que poa es un arco de B que une p(x) con p(y) = p(z), por
lo que es un lazo basado en p(x). Como B es simplemente conexo:

[poal = lepw)

Ahora, tenemos que « es el Unico levantamiento de p o« que comienza en
z, asi como que g, es el nico levantamiento de €,(,) que comienza en z.
Tenemos por tanto que v debe ser un lazo, y ademas [a] = [e,], de donde
x =y, por lo que p es inyectiva, luego es un homeomorfismo.
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Notemos que en este ejercicio solo hemos usado que R es arcoconexo y que
B es simplemente conexo. Aunque parezca que la condicion “R simplemente
conexo” es necesaria para hacer el ejercicio segtin la opcion 1, si R es solo
arcoconexo tenemos que la correspondencia del levantamiento es sobreyectiva

y por tanto que:
L=[p~'(0)| < |m(B,b)] =1

Y habriamos llegado a la misma conclusién

d) Si X es simplemente conexo, entonces | (X)| es el nimero de hojas.
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